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EINLEITUNG 
In algebraischer und analytischer Geometrie ist das Fortsetzen von Derivatio- 
nen ein wichtiges Hilfsmittel. Erinnert sei daran, da13 sich nach Seidenberg 
jede Derivation eines noetherschen Integritatsbereiches, welcher die rationalen 
Zahlen enthalt, auf die Normalisierung fortzetzen IaRt, vgl. [7]. Auch der Satz 
von der Reinheit des Verzweigungsortes la& sich zumindest bei Grund- 
kiirpern der Charakteristik 0 nach Zariski als ein Satz iiber Fortsetzbarkeit von 
Derivationen interpretieren. In der vorliegenden Arbeit wird allgemein das 
Fortsetzungsproblem bei Erweiterungen A - B kommutativer Ringe unter- 
sucht. 
In Sekt. 3 wird gezeigt, da13 bei einer Ringerweiterung A + B, fur welche die 
klassischen Differenten und Diskriminanten definiert sind, diejenigen Deriva- 
tionen von B, die sich auf A beschranken lassen, die genannten das Verzwei- 
gungsverhalten beschreibenden Ideale invariant lassen. Unter gewissen Voraus- 
setzungen an den Homomorphismus A - B lassen sich umgekehrt Derivationen 
von A, die zum Verzweigungsort “parallel” sind, nach B fortsetzen; dies wird 
in Sekt. 4 ausgefiihrt, wobei auf Satz (4.5) als typisches Beispiel hingewiesen sei. 
Sekt. 1 und Sekt. 2 haben vorbereitenden Charakter. In ihnen werden Operatio- 
nen von Derivationen auf Moduln und Algebren unter dem Gesichtspunkt des 
Kalkiils behandelt. 
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1. OPERATION VOX DERIVATIONEN AUF MODULN 
Sei B im folgenden eine (kommutative) A-Algebra mit injektivem Struktur- 
homomorphismus A --f B. Mit Der(B) sei die Lie-Algebra aller Derivationen 
von B in sich bezeichnet, mit Der,(B) die Lie-Algebra der A-Derivationen von 
B in sich. Die Bedingung Der,(B) = 0 ist iiquivalent damit, day sich jede Deriva- 
tion van A in sich auf hikhstens eine Weise zu einer Derivation von B in sich 
fortzetzen Zi@. Denn die Differenz zweier Fortsetzungen ein und derselben 
Derivation von A nach B ist eine A-Derivation von B. Mit De+(B) sei die Lie- 
Algebra der Derivationen 6: B - B mit S(A) C A bezeichnet, der Derivationen 
also, die Fortsetzungen von Derivationen aus Der(A) sind. 
Es ist Der,(B) = 0 immer dann, wenn der universe&end&he DiSferential- 
modul D,(B) van B iiber A existiert und ein Torsionsmodul ist. Denn es ist Der,(B) 
e Hom,(D,(B), B). Der universell-endliche Differentialmodul D,(B) existiert 
beispielsweise, wenn B aus einer endlich erzeugten A-Algebra durch Nenner- 
aufnahme entsteht oder wenn A und B analytische Algebren iiber einem 
bewerteten Korper sind. (Zum Begriff des universell-endlichen Differential- 
moduls vgl. man [3].) 
(1 .I) Sei Der,B = 0. Fiir jedes 6 E DerAB und jedes q E Aut,-,rsB ist 
us = sa. 
Beweis. a&-l und 6 sind Derivationen aus DerAB, die auf A iibereinstimmen. 
Sei g eine beliebige Lie-Unteralgebra von Der(B). Ein B-Modul V, der 
zugleich ein g-Modul ist, heil3t ein g-B-Modul, wenn 
[S, bx] = (Sb) x + b[% xl 
fiir alle 6 E g, b E B und x E V ist. Beispielsweise sind B und Der(B) Der(B)-B- 
Moduln beziiglich der kanonischen Operationen. Fiir S E Der(B) nennen wir 
die (ZS)-B-Moduln kurz S-B-Moduln. Fur g-B-Moduln V, W sind V oB W 
und Hom,(V, W) beziiglich der natiirlichen Operationen [a, x @r] = [S, X] @ 
y + x 0 [a, yl, s E g, x E K Y E W, bzw. P,fl = (x I-+ [&.@)I - f@, d)), 
6 E g, fe Hom,(V, W), x E V, ebenfalls g-B-Moduln. Sei weiter V ein g-B- 
Modul. Die Tensoralgebra T(V) = T,(V) ist dann nach dem gerade Gesagten 
ein g-B-Modul. g operiert auf der Algebra T(V) sogar als Lie-Algebra von 
Derivationen. Das von den Elementen x @ x, x E V, in T(V) erzeugte zwei- 
seitige Ideal ist g-invariant. Daher ist such die SuDere Algebra A V = AaV ein 
g-B-Modul mit Produktregel, d.h. es ist 
[S, v A w] = [S, v] A w + v A [S, w] 
fiir beliebige 6 E g, v, w E A V. 
Die in der Modultheorie iiblichen Operationen wie Bildung von Transporteu- 
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ren, Annullatoren, Restklassenmoduln etc. lassen sich ohne Miihe such bei 
g-B-Moduln durchfiihren. Ferner gilt: 
(1.2) LEMMA. Sei V ein endlicher g-B-Modul. Dunn sind die Fittingideale 
fi = fi( V), i E N, von V invariant unter g. 
Beweis. Sei 6 E g; es geniigt zu zeigen, daB fi invariant unter 6 ist. Sei 
n: F - V ein surjektiver Homomorphismus eines endlichen freien B-Moduls F 
mit Basis e, ,..., e auf V. Sei xj ein n-Urbild von [6, r(ej)]. Auf F existiert 
offenbar genau eine S-B-Modulstruktur mit [a, e,] = xj . Beziiglich dieser 
Struktur ist rr ein &Homomorphismus. Somit ist U := Kern n ein 6-5Unter- 
modul von F. Die kanonische Abbildung von A 71--i U in AnpiF ist ein S-Homomor- 
phismus. Nach Tensorieren mit dem 6-B-Modul (A”-“F)” := Hom,(A+iF, B) 
erhalt man ein kommutatives Diagramm 
A”-ilJ @ (A”+‘)* 
B \ \ 7 
1\ 
Afl-iF @ (A”-iF)* ----f B 
B 
von S-B-Homomorphismen, wobei der waagerechte Pfeil durch Auswerten 
ZJ @f-f(~) definiert ist. Daher ist fi = Bild 7 ein &Untermodul von B, also 
S-invariant. 1 
Aus S-invarianten Idealen erhalt man aul3er durch modultheoretische Opera- 
tionen noch weitere S-invariante Ideale. 1st beispielsweise b ein S-invariantes 
Ideal in B und enthalt B einen Kijrper der Charakteristik 0, so ist das Radikal 
von b ebenfalls a-invariant. Beweis: Wir diirfen b = 0 annehmen. Angenom- 
men, fur ein nilpotentes Element b E B sei 6(6) nicht nilpotent. Nach Nenner- 
aufnahme von 6(b) kijnnen wir annehmen, daD S(b) eine Einheit +O ist. 1st 
bi+l = 0, so such 0 = S(bi+l) = (i + 1) &S(b), woraus bi = 0 folgt. Durch Itera- 
tion erhalt man b = 0 und damit a(6) = 0, Widerspruch. - Es folgt, daB die 
minimalen Primideale von b ebenfalls S-invariant sind. Im noetherschen Fall 
gilt auBerdem: 
(1.3) LEMMA. Sei B ein noetherscher Ring, der einen Kiirper der Charakte- 
ristik 0 enthiilt. Ferner sei V ein endlicher g-B-Modul. Dunn sind s&n&he asso- 
xiierten Primideale von V invariant unter g. Darz’iber hinaus gibt es Darstellungen 
0 = W, n . . n W, mit koprimiiren g-B- Untermoduln Wj van V. 
Beweis. Seien 6 E g, p E Ass V und x E V mit p = Ann, x. Nach Lokali- 
sieren diirfen wir annehmen, daB B lokal mit maximalem Ideal p ist. Angenom- 
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men, fur b E p sei S(b) $ p. Dann ist S(6) eine Einheit. Die Folge xi , i E N, in I 
sei rekursiv durch x,, := x und xi+r := [S, xi] definiert. Durch Induktion zeig 
man 0 = bi+lx, und 0 = (i + 1) b%(b) xi + bi+lxi+i . Es folgt @xi E A&+lx,+ 
und daher x = x,, E ni @I’ = 0, Widerspruch. Also sind die assoziiertei 
Primideale von I’ invariant unter g. 
Sei nun 0 = U, n ... n U, in I’ mit koprimaren Untermoduln lJj von I/ 
wobei die assoziierten Primideale pj von V/U, paarweise verschieden sind. Se 
IVj der grol3te in lJi enthaltene g-B-Untermodul von V. Es geniigt zu zeigen 
dal3 Ass( V/ lVj) = {pi} ist. Sei q E Ass( V/ IV,), q + pj . Es gibt ein s mit pj”V C lJj 
Da pi invariant unter g ist, gilt dies such fur p$V. Somit ist pjsV C Wj , worau: 
sofort q 2 pi folgt. Da q invariant unter g ist, ist such W,’ := {x E V: qx _C Wj 
ein g-B-Untermodul von V mit Wi 2 Wi . Die Restklassen der Elemente VOI 
Wj’ in V/ Uj werden von q annulliert, sind also Null wegen Ass( V/ Ui) = (pi} 
q 2 p3 . Somit ist Wi C Uj im Widerspruch zur Maximalitat von W, . 1 
Fur V = B findet man Lemma (I .3) b ereits in [8] als Theorem 1, mit anderer 
Methoden bewiesen. 
Wir beweisen hier noch zwei Rechenregeln fiir Derivationen auf endlicher 
projektiven A-Algebren B, welche die Spur Sp = Sp: und die Norm N = Nj 
betreffen. 
(I .4) Seien B eine endliche projektive A-Algebra und S E De+(B). Dunn is 
sp s = s sp. 
Beweis. Das Problem ist lokal beziiglich A. Wir k6nnen daher annehmen 
dal3 B frei iiber A ist. Sei x1 ,..., x eine A-Basis von B mit xixi = Cle aF?x, 
a: E A. Es ist a: = aFi fur alle i, j, k und Sp(x,) = Cj a: . Ferner sei S(xi) = 
Cr airx, mit air E A. Aus S(xixi) = S(xJ xj + x$(xJ folgt durch Koeflizienten 
vergleich 
Hiermit verifiziert man Sp(S(x,)) = S(Sp(x,)). Fur beliebige a E A ist dam 
sp S(UXi) = Sp(S(a) xi + aS(xi)) = S(a) Sp(x,) + a sp S(xJ = S(a) Sp(x,) $ 
US Sp(x,) = S(a Sp(x,)) = S Sp(axJ, woraus die Behauptung folgt. 1 
Hom,(B, A) ist ein De+(B)-B-Modul in natiirlicher Weise. Fur S E DerA(B 
gilt dabei nach (1.4): 
[S, Sp] = 0. 
(1.5) Seien B eine endliche projektive A-Algebra, x ein Nichtnullteiler in 1 
und S E De+(B). Dunn ist 
sp($)++ 
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Beweis. Nach iibergang zu den totalen Quotientenringen von A und B 
kiinnen wir annehmen, dal3 x eine Einheit ist, und weiter nach Lokalisieren, 
da13 B frei iiber A ist. Wir benutzen dann wieder die Strukturkonstanten a& 
und die iibrigen Bezeichnungen des Beweisen von (1.4). Wegen der Assoziati- 
vitat von 3 ist 
fiir beliebige i, i, k, t. Weiter sei x = Ii aixi und x-r = Cj bjxj . 1st (c+) die 
Matrix des Multiplizierens mit x und (&J die Matrix des Multiplizierens mit 
x:-l jeweils beztiglich der Basis x1 ,..., x , so ist 
w4 VW4) -= 
NW 
= C s(%i) Bji Detk4 i,j 
Dies stimmt mit Sp((Gx)/ x u ) “b erein, wie man durch Einsetzen verifiziert. 
2. OPERATION VON DERIVATIONEN AUF DE RHAM-KOMPLEXEN 
Sei B wie in Sekt. 1 eine kommutative A-Algebra mit injektivem Struktur- 
homomorphismus A -+ B. Differentialmoduln von B sind ebenfalls Der(B)- 
Moduln. Betrachten wir zunachst den universellen Differentialmodul Dm(B) = 
D,“(B) von B. 
(2.1) LEMMA. Es gibt genau eine Der(B)-B-~odzll-Struktur au. AD”(B), 
welche die kanonische Struktur auf B fortsetzt, derart, daJ die iiu$‘ere Ableitung d 
auf ADm(B) ein Der(B)-Homomorphismus ist. 
Beweis. Wir geben die Operation von 6 E Der(B) auf ADm(B) an. Sei dazu h 
die B-Linearform auf D”(B) mit 6 = hd. Es bezeichne i(h) die kanonische 
B-lineare Derivation vom Grade -1 auf der PuBeren Algebra AD”(B) mit 
i(h) 1 D=(B) = h. Fur w E ADa ist dann 
Insbesondere ist 
[S, w] := (d i(h) + i(h) d) w. 
[S, b] = 66 und [S, db] = d6(b) 
fur b E B. Man verifiziert unmittelbar, daB damit ADm(B) zu einem Der(B)- 
Modul mit den gewiinschten Eigenschaften wird. DaB d ein Der(B)-Homomor- 
phismus ist, folgt aus dd = 0. Die Operation von Der(B) auf ADm(B) setzt 
tibrigens die Operation von Der(B) auf Da(B) wie oben angegeben fort, denn 
es gilt die Produktregel. - Allgemeiner als (2.1) gilt: 
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(2.2) SATZ. Es gibt genau eine DerA(B)-B-Mods&Struktur auf AD,“(B), 
welche die kanonische Struktur auf B fortsetzt, derart, da.&3 die ti@ere Ableitung d 
auf ADZ(B) ein DerA(B)-Homomorphismus ist. 
Beweis. Die DerA(B)-B-Modul-Struktur existiert nach (2.1) auf AD%(B). Es 
geniigt zu zeigen, daW der Kern der kanonischen Surjektion AD”(B) -+ AD,“(B) 
invariant unter DerA(B) ist. Dieser wird aber als Ideal von der Menge dA erzeugt, 
welche trivialerweise De+(B)-invariant ist. 1 
(2.3) SATZ. B sei noethersch, und es existiere der universe&endhche Dif- 
ferentialmodul D,(B). Dunn gibt es genau eine DerA(B)-B-Modul-Struktur auf 
AD,(B), welche die kanonische Struktur auf B fortsetxt, derart, daJ die auJere 
Ableitung d auf AD,(B) ein DerA(B)-Homomorphismus ist. 
Beweis. Nach [3], (8.14) existiert der Komplex (AD,(B), d) mit einer 
kanonischen Surjektion ADZ(B) + AD,(B). Es geniigt zu zeigen, dal3 der 
Kern K dieser Surjektion DerA(B)- invariant ist. K wird als Ideal vom Kern U 
der kanonischen Surjektion D:(B) - D,(B) erzeugt. Es bleibt also zu zeigen, 
da0 U invariant unter DerA(B) ist. Nach [3], (1.8) und (1.3) gilt fur jedes 
maximale Ideal m C B die Gleichung U,,, = n+,nPD~(B),,, . Mit U(m) := 
n~,,tu~D:(B) ist dann U,,, = U(ln), wegen n?D~(B),,, n D:(B) = 
iniD,” und folglich U = r),,, U(m), wobei sich der Durchschnitt iiber alle 
maximalen Ideale m von B erstreckt. Die einzelnen U(m) sind aber wegen 
G(n+) _C tni invariant. # 
DerA(B) operiert in naturlicher Weise als Lie-Algebra von Derivationen auf 
der einhiillenden Algebra Be :=B@,BvonB,wobei6(b@c)=S(b)@c+ 
b @ S(c) fur b, c E B, 6 E DerA(B) gilt. Die Multiplikationsabbildung p: Be + B 
ist offenbar ein DerA(B)-Homomorphismus. Daher sind I := Kern p und P 
invariant unter DerA(B). Folglich operiert DerA(B) in natiirlicher Weise auf 
dem B-Modul 1/P, der mit D:(B) iibereinstimmt. Man iiberzeugt sich sofort, 
daD man so ebenfalls die in (2.2) angegebene DerA(B)-B-Modulstruktur auf 
D,“(B) erhalt. 
Benutzt man bei analytischen Algebren statt des gewiihnlichen Tensor- 
produktes das analytische, so erhalt man analog die kanonische Operation von 
DerA(B) auf D,(B) wie in (2.3). 
3. INVARIANZ VON DIFFERENTEN UND DISKRIMINANTEN 
Zu Differenten und Diskriminanten sei generell auf [4] verwiesen. 
Sei B eine noethersche A-Algebra mit universell-endlichem Differential- 
modul D,(B). Da D,(B) nach (2.3) ein De+(B)-Modul ist, ist das Ideal 
Ann,D,(B) ein DerA(B)-invariantes Ideal in B. Nach (1.2) gilt zudem: 
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(3.1) SATZ. Die Kiihlerschen Differenten Q(B I A) = ji(D,(B)), i E IW, s&d 
De+(B)-invariant. 
(3.2) Bemerkung. Satz (3.1) gilt offensichtlich such, wenn B nicht notwendig 
noethersch ist, wenn aber D:(B) endlicher B-Modul ist; im Beweis verwendet 
man (2.2) statt (2.3). - Fiir endlich erzeugte Algebren B iiber einem Kiirper k 
wurde (3.1) bereits in [l], Theorem 3 bewiesen. 
Sei B irgendeine A-Algebra. Dann ist die Xoethersche Dajjferente ID, = 
n),(B j A) von B iiber A definiert. Man betrachtet die Multiplikationsabbildung 
p: BE ---f B der einhiillenden Algebra von B, die ein DerA(B)-Homomorphismus 
ist, vgl. Sekt. 2. Daher sind I = Kern p und Ann,, I invariant unter Der4(B), 
ebenso p(Ann,,I) = a,,, . Also gilt: 
(3.3) SATZ. Die Noethersche D$feevente DN(B j A) ist De@(B)-inaaviant. 
Noethersche Differenten lassen sich such mit modifizierten Tensorprodukten 
definieren, wobei sich (3.3) haufig iibertrggt. Beispielsweise gilt dies fiir das 
analytische Tensorprodukt von analytischen Algebren. 
Sei nun B eine torsionsfreie endliche A-Algebra derart, da0 der totale Quotien- 
tenring L = K BA B von B eine projektive Algebra tiber dem totalen Quotien- 
tenring K von A ist. Dann ist die Dedekindsche Darerente 9, = IDD(B [ A) von B 
iiber iz definiert. DerA(B) ist eine Unteralgebra von De+(L) und operiert so in 
natiirlicher Weise auf Hom,(Hom,(L, K), L). Man erhnlt ein kommutatives 
Diagramm 
HomB(HomA(B, 4, B) 
Hom,(Hom,(L, K), L) ---+ L 
von DerA(B)-Homomorphismen, wobei die vertikale Abbildung die kanonische 
Einbettung ist und die horizontale Abbildung durch @ tt @(Sp) definiert ist. 
DaB die letztere Abbildung ein De+(B)-Homomorphismus ist, folgt aus 
rs7 @II (SP) = ras, @(SP)l - @(R SPI) und [S, Sp] = 0 nach (1.4). Somit ist 
Bild v = 3,. 
(3.4) SATZ. Die Dedekindsche Differente aD(B 1 A) ist De+(B)-incariant. 
Unter denselben Voraussetzungen wie zu (3.4) ist der Dedekindsche Komple- 
mentiirmodul CC = C(B 1 A) := (x EL: Sp(xB) C A} definiert. Mit (1.4) veri- 
fizeirt man unmittelbar: 
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(3.5) SATZ. Der Dedekindsche Komplementiirmodul &(B ( A) ist DerA(B)- 
invariant. 
1st b ein Ideal in B, das invariant unter 6 E DerA(B) ist, so gilt dasselbe fiir 
das Ideal b n A. Insbesondere sind die so aus den Differenten entstehenden 
“Diskriminanten’‘-Ideale in A invariant under DerA(B). Dies gilt such fur das 
klassische Diskriminantenideal e = e(B 1 A). Sei dazu B eine torsionsfreie end- 
lithe A-Algebra derart, dal3 L = K OA B eine projektive Algebra des Ranges n 
tiber dem totalen Quotientenring K von A ist. Man hat ein kommutatives 
Diagramm 
A 
I 
\ 
diskr 
AGL@AnL--+K 
K 
von DerA(B)-Homomorphismen, wobei die vertikale Abbildung die kanonische 
Einbettung ist und die horizontale Abbildung durch 
(b, A +.. A b,) @ (cl A 9.. A c,) ++ Det(Sp(b,c?)) 
bestimmt ist. Dal3 die letztere Abbildung ein DerA(B)-Homomorphismus ist, 
folgt wieder mit (1.4). Sie wird namlich von der Abbildung 
mit (b, @ ... @ b,) @ (cr @ ... @ cn) t+ C, Sign(u) ny=, Sp(b,c,,) induziert, 
welche selber Summe von n! Abbildungen ist, die wegen (1.4) DerA(B)-Homo- 
morphismen sind. Somit ist Bild(diskr) = e ein DerA(B)-Untermodul von K: 
(3.6) SATZ. Die Diskriminante c(B 1 A) ist DerA(B)-invariant. 
4. FORTSETZUNG VON DERIVATIONEN 
In diesem Paragraphen sollen einige hinreichende Bedingungen fiir die 
Fortsetzbarkeit von Derivationen angegeben werden. 
(4.1) LEMMA. Seien B ein diskreter Bewertungsring, der einen Kbrper der 
Charakteristik 0 enthiilt, n das maximale Ideal und L der Quotientenkorper van B. 
Ferner sei A Unterring von B derart, daj’ m : = n n A * 0 ist und B/n algebraisch 
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iiber A,/mA, ist. Fiir ein 6 E DerA(L) sei BSB ein endlicher B-Modul und Sm _C tn. 
Dann ist SB LZ B. 
Beweis. Sei n = Bt. Sei x urn ein Element mit Bm = Bx. Dann ist x = et’ 
mit r >, 1 und einer Einheit e aus B. Wegen 6nr Cm ist 6x E Bx. Aus 
BtT = Bx 3 6x = (Se) t’ + ertT-lSt 
folgt nun, da er eine Einheit in B ist: 
StEBt+ BtSB. 
Sei b E B beliebig. Sei cy. E A,[X] ein Polynom, dessen Restklasse in 
(A,/mA,) [X] das Minimalpolynom der Restklasse 6 von b in B/Bt ist. Da 
B/Bt die Charakteristik 0 hat, gilt a’(6) + 0 fiir die Ableitung 01’ von 01 nach X. 
Es folgt, daD a’(b) eine Einheit in B ist. Mit CY* sei das Polynom aus A,[X] 
bezeichnet, dessen Koeffizienten die &Bilder der Koeffizienten von 01 sind. 
Aus al(b) E Bt ergibt sich 
Sol(b) = as(b) + or’(b) Sb E BSt + BtSB C Bt + BtSB. 
Da cy’(b) eine Einheit in B ist, folgt Sb E B + BtSB. Also ist 
SB C B + BtSB. 
Durch wiederholtes Einsetzen erhtilt man 
SB C B + Bt”SB 
fiir all s 3 1. Da BSB ein endlicher B-Modul ist, gilt Bt*SB C B fiir geniigend 
groRe s. Folglich ist SB C B. 1 
Wenn wie in der Geometrie Differentialmoduln zur Verfiigung stehen, ist 
folgendes Lemma geeigneter als (4.1). 
(4.2) LEMMA. Seien B ein Krullring, der einen K&per der Charakteristik 0
umfa&, undL der Quotientenktirper v/on B. Ferner sei A ein Unterring von B derart, 
daJ der universell-endliche DiSferentialmodul D,(B) existiert und ein Torsions- 
mod& ist. P sei die Menge der Primideale der Kodimension 1 aus dem Triiger von 
D,(B). Es gelte: 
(1) Es ist qn A+0 fiir jedes qEP. 
(2) D,(B/q) ist ein (B/q)-Torsionsmodul fiir jedes q E P. 
Sei 6 eine Derivation in DerA(L) mit: 
(3) BSB ist Untermodul eines endlichen B-Moduls. 
(4) Es ist S(q n A) C q n A fiir jedes q E P. 
Dann ist SB C B. 
362 SCHEJA UND STORCH 
Beweis. Wir haben zu zeigen, dal3 SB C B, ist fiir jedes Primideal q der 
Kodimension 1 in B. Sei zunachst q #P. Dann ist DA(B)a = 0. Die Komposi- 
tion 6’ von 6: B--f V, wobei I’s BSB + B ein endlicher B-Modul ist, mit der 
Restklassenabbildung I/- V/B ist eine endliche A-Derivation. Daher gibt 
es einen B-Homomorphismus h: D,(B) + V/B mit S’ = hd und Bild h = 
(BSB + B)/B. Aus DA(B)(I = 0 folgt dann SB C B, . 
Sei jetzt q E P. Wir haben die kanonische exakte Sequenz 
&+?Bq 2 D,(B)q$ D,@)q - Dz@lq)q - 0 
mit dem von d induzierten Ba-Homomorphismus c?. Nach Voraussetzung (2) ist 
D,(B/q), = 0, weshalb DA(B)(I von dt erzeugt wird, wobei t ein erzeugendes 
Element von qB, ist. Wir verwenden die wie oben aus S konstruierte A-Deriva- 
tion 6’ und den zugehbrigen B-Homomorphismus h: D,(B) --f V/B. Da 
D,r(B)(I von dt erzeugt wird, wird W := Bild la, = B,S’B, von S’t erzeugt. Mit 
den Voraussetzungen (1) und (4) erhalten wir wie am Anfang des Beweises von 
(4.1) eine Relation 
St E B,t + B,tSB, , 
woraus St E B,tS’B, = tW folgt. Also ist W = tW und damit W = 0. Somit 
ist SB, c B, . 1 
(4.3) Bemerkung. Die Voraussetzung (2) in (4.2) ist sicher dann erfiillt, 
wenn B/q algebraisch iiber A/q n A ist fiir jedes q E P. In diesem Falle kijnnte 
man im zweiten Teil des Beweises von (4.2) direkt mit (4.1) schiel3en. 
Wir beschreiben nun examplarisch einige Situationen, in denen sich (4.2) 
tibersichtlich anwenden la&. 
(4.4) SATZ. Sei B ein Krullring, der einen Kiirper der Charakteristik 0 umfaj3t 
und der eine A-Algebra mit injektivem Strukturhomomorphismus A + B ist, derart, 
daJ der universelle Differentialmodul D:(B) ein endlicher Torsionsmodul ist. 
P sei die Menge der Primideale der Kodimension 1 aus dem Triiger von D;(B). 
Fur jedes q E P sei B/q algebraisch iiber A/q n A. Dunn gilt: Eine Derivation 
S G Der A la$3t sich genau zu einer Derivation aus DerA(B) fortzetzen, wenn 
S(qnA)CqnAistfiirjedesqEP. 
Beweis. Sei L der Quotientenkijrper von B. Wegen D,“(L) = L @n D:(B) 
= 0 ist L algebraisch iiber A. Daher la& sich S auf genau eine Weise zu einer 
Derivation aus DerA(L) fortsetzen, die wir ebenfalls mit S bezeichnen. Zu zeigen 
ist, dal3 SB C B genau dann gilt, wenn S(q n A) C q n A ist fiir all q E P. 
Diese Fortsetzungsbedingung ist notwendig. Sei q E P. Bei SB C B ist 
S E DerA(B,) und operiert auf dem B,-Torsionsmodul D,“(B,) = DAm( + 0, 
vgl. (2.2). Deshalb ist das assoziierte Primideal qB, nach (1.3) invariant unter 6, 
woraus S(q) C q und weiter S(q n A) C q n A folgt. 
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Sei umgekehrt die angegebene Fortsetzungsbedingung erfiillt. Wegen 
D:(B) = D,(B) und Bemerkung (4.3) geniigt es, noch die Giiltigkeit der 
Voraussetzungen (1) und (3) aus (4.2) zu priifen. (1) folgt einfach daraus, da8 L 
algebraisch iiber A ist. Urn Bedingung (3) zu verifizieren, betrachten wir die 
Komposition 6’ von 6: B --f L mit der Restklassenbildung L -+ LIB. Wegen 
S(A) C A ist 6’ eine A-Derivation von B. Daher gibt es einen B-Homomor- 
phismus h: D,“(B) ---f L/B mit 6’ = hd, und B6’B = Bild h ist endlicher 
B-Modul. Das Urbild von BS’B in L ist dann ein endlicher B-Modul, der BSB 
enthalt. 1 
(4.5) KOROLLAR. Sei A - B eine endliche Erweiterung noetherscher normaler 
Ringe. B enthalte inen Kiirper der Charakteristik 0. Mit e sei das Diskriminanten- 
ideal von B iiber A bezeichnet und mit div e das xugehiirige divisorielle Id al in A. 
Dann gilt: Eine Derivation 6 E Der A la& sich genau dann zu einer Derivation aus 
De@(B) fortsetzen, wenn G(div e) C div e ist. 
Beweis. Sei 6 fortsetzbar. Nach (3.6) ist dann e und folglich such dive = 
(eel)-’ invariant unter 6. 
Sei umgekehrt div e invariant unter 6. Nach (1.3) sind such die minimalen 
Primideale von dive invariant unter 6. Dies sind genau die Primideale der 
Kodimension 1, die e umfassen. Das wiederum sind bekanntlich genau die 
Primideale der Form A n q, wobei q ein I-kodimensionales Primideal aus dem 
Trager von D,“(B) = D,(B) ist, vgl. etwa [4], (13.3). Jetzt folgt die Behauptung 
aus (4.4). 1 
(4.6) SATZ. Seien k ein Kijrper der Charakteristik 0 und v: A + B ein 
k-Algebra-Homomorphismus gleichdimensionaler nullteilerfreier noetherscher 
k-Algebren mit universell-endlichen k-Derivationen. B sei normal, und die Reste- 
k&per von B seien algebraisch iiber k. Der universell-endliche Ds~erentialmodul 
D,(B) sei ein Torsionsmodul. P sei die Menge der Primideale der Kodimension 1 
aus dem Trtiger von D,(B). Es gelte: 
(1) Esistqr\A+OfiirjedesqEP. 
(2) D,(B/q) ist ein (B/q)-Torsionsmodul fiir jedes q E P. 
Dann gilt: Eine Derivation S E Der,(A) l@t sich genau dann xu einer Derivation 
aus DerA(B) fortsetzen, wenn S(q n A) C q n A ist fiir jedes q E P. (Die Fort- 
setzung ist dann wegen Der,(B) = 0 eindeutig bestimmt.) 
Beweis. Es gibt genau einen A-Homomorphismus D(v): D,(A) -+ D,(B) mit 
dp, = D(a) d. Dies folgt aus [3], (1.8) und (1.2) zusammen mit der Tatsache, daB 
jedes y-Urbild eines maximalen Ideals von B ein maximales Ideal in A ist. D,(A) 
und D,(B) haben nach [3], (8.8) den gleichen Rang n = dim B = dim A. Man 
beachte dazu, da13 es wenigstens ein maximales Ideal in A gibt, dessen zuge- 
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hariger RestekGrper algebraisch iiber k ist. Wir haben die exakte Sequenz 
B @ D,(A) : D,(B) + D,(B) -+ 0 
A 
von B-Homomorphismen, wobei # aus D(v) gewonnen wird. Der Struktur- 
homomorphismus q ist injektiv ! Andemfalls wire Bild 4 das Bild von B oA 
D,(A/Kern v), welches wegen dim(A/Kern v) < n einen Rang <n hntte. 
Kokern 9 = D,(B) ist aber nach Voraussetzung ein Torsionsmodul. 
Sei L der QuotientenkBrper von B. Aus Ranggriinden ist L @ $ bijektiv. Zu
einem vorgegebenen 6E Der, A gibt es einen A-Homorphismus h,: D,(A) + A 
mit S = h,d. Dieser liefert einen L-Homomorphismus h, von L @A D,(A) = 
L BB D,(B) in L. Dann ist h,d eine Derivation aus DerA L, die 6 fortsetzt und 
ebenfalls mit 6 bezeichnet sei. B6B C R,(D,(B)) ist endlicher B-ModuI. Erffillt 
nun 6 die Bedingung S(q n A) C q n A fiir jedes q E P, so ist SB C B nach (4.2). 
La& sich umgekehrt 6 fortsetzen zu einer Derivation aus DerA B, so operiert 
6 nach (2.3) auf D,(B). Da jedes q E P ein assoziiertes Primideal von D,(B) ist, 
ist jedes solche q nach (1.3) invariant unter 6; erst recht ist dann q n A invariant 
unter 6. 
(4.7) Bemerkung. Hat unter den Voraussetzungen von (4.6) der Trtiger von 
D,(B) eine Kodimension 32, so 1%3t sich jede Derivation 6E Der, A zu einer 
eindeutig bestimmten k-Derivation aus DerA B fortsetzen, da P dann leer ist 
und folglich keine Einschrsnkungen fiir die Fortsetzbarkeit vorliegen. 
Ist unter den Voraussetzungen von (4.6) der Ring A zusiitzlich reguliir, so hat 
jedes minimale Primideal aus dem Triiger von D,(B) die Kodimension 1. 
(Sogenannter Satz von der Reinheit des Verzweigungsortes. In der komplex- 
analytischen Geometrie wurde dies zuerst von Grauert-Remmert bewiesen; 
man vgl. such [2] und die dort angegebene Literatur.) Beweis: Sei q ein mini- 
males Primideal der Kodimension 22 im Trlger von D,(B). Wir haben die 
exakte Sequenz 
0 + B, @ D,(A) 9, D,(B), -+ DA(B)q + 0. 
A 
I& ist injektiv, da D,(A) ein projektiver A-Modul vom Rang dim A = dim B 
ist. Da B, normal ist und der Annullator von DA(B)(I in B, ein Ideal der Kodi- 
mension >,2 ist, ist Extig(DA(B), B, @JA Dk(A)) = 0. Daher spaltet die 
Sequenz auf. Folglich ist nach [3], (9.2) die Lokalisierung B, regulgr und Dk(B)q 
frei. Dann ist notwendigerweise D,(B), = 0. Widerspruch. 
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